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重点サンプリング
サンプルの生成手続き
状態の集合 {𝑥𝑖} (𝑖 = 1, 2, · · · )を作るとき、𝑥𝑖 = 𝑥 となる 𝑖 の個数が分布 𝑃(𝑥) に比例する
ようにしたい。そのためには次のようにすれば良いことが知られている。

1. ある状態 𝑥 のときに、次に遷移する候補 𝑦 を確率 𝑆(𝑥 → 𝑦) で選ぶ。𝑆 は以下を満
たすとする。

•
∑

𝑦 𝑆(𝑥 → 𝑦) = 1.
• 𝑆(𝑥 → 𝑦) = 𝑆(𝑦 → 𝑥).
• 全ての状態はゼロでない 𝑆 によって繋がっている（直接繋がっている必要は
ない）。

2. 次に遷移する候補として、𝑦 が選ばれたとき、
𝑦 に更新する確率を 𝑤(𝑥 → 𝑦) とする。このとき、

𝑃(𝑥)𝑤(𝑥 → 𝑦) = 𝑃(𝑦)𝑤(𝑦 → 𝑥),

を要請する。これを詳細釣り合いの条件という。

これを満たすには、例えば、

𝑤(𝑥 → 𝑦) =
{
𝑃(𝑦)/𝑃(𝑥) if 𝑃(𝑦) < 𝑃(𝑥)
1 otherwise

,

とすれば良い（メトロポリス法）。
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サンプルの分布が 𝑃(𝑥) に収束することの証明
たくさんの系を用意する。そのうち状態 𝑥 である系が 𝑁𝑥 個あったとする。
次のステップで 𝑥 である系の数の変化は、詳細釣り合いの条件を課すと∑

𝑦≠𝑥

𝑁𝑦𝑆(𝑦 → 𝑥)𝑤(𝑦 → 𝑥) −
∑
𝑦≠𝑥

𝑁𝑥𝑆(𝑥 → 𝑦)𝑤(𝑥 → 𝑦)

=
∑
𝑦≠𝑥

[
𝑁𝑦𝑆(𝑥 → 𝑦) 𝑃(𝑥)

𝑃(𝑦)𝑤(𝑥 → 𝑦) − 𝑁𝑥𝑆(𝑥 → 𝑦)𝑤(𝑥 → 𝑦)
]

=
∑
𝑦≠𝑥

𝑁𝑦𝑆(𝑥 → 𝑦)𝑤(𝑥 → 𝑦)
[
𝑃(𝑥)
𝑃(𝑦) −

𝑁𝑥

𝑁𝑦

]
.

よって 𝑃(𝑥)/𝑃(𝑦) > 𝑁𝑥/𝑁𝑦 のときは状態 𝑦 からの寄与は 𝑁𝑥 を増やし、𝑃(𝑥)/𝑃(𝑦) <

𝑁𝑥/𝑁𝑦 のときは状態 𝑦 からの寄与は 𝑁𝑥 を減らす。これを繰り返していくと、𝑆(𝑥 →
𝑦) = 𝑆(𝑦 → 𝑥) がゼロでない全ての状態 𝑦 について 𝑁𝑦/𝑁𝑥 = 𝑃(𝑦)/𝑃(𝑥) となる。
全ての状態 𝑥 が分布 𝑃(𝑥) に従うためには、全ての状態がゼロでない 𝑆 によって繋がって
いればよい。
たくさんの系を考えるのも、一つの系でたくさんの状態を作るのも最終的には同じことな
ので、証明終わり。
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