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自由エネルギーに対する変分原理
補題 I

𝐴, 𝐵 をエルミート演算子、 𝑓 (𝑥) を下に凸な実関数とする。このとき、次の不等式が成り
立つ。

Tr[ 𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝐴) − (𝐵 − 𝐴) 𝑓 ′(𝐴)] ≥ 0. (1)

証明
𝐴の固有値、固有状態を 𝑎𝑛, |𝑎𝑛⟩、𝐵の固有値、固有状態を 𝑏𝑛, |𝑏𝑛⟩ とする。固有状態は
規格化されているとする。

Tr[ 𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝐴) − (𝐵 − 𝐴) 𝑓 ′(𝐴)]

=
∑
𝑛

⟨𝑎𝑛 | 𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝑎𝑛) − (𝐵 − 𝑎𝑛) 𝑓 ′(𝑎𝑛) |𝑎𝑛⟩

=
∑
𝑛,𝑚

⟨𝑎𝑛 | 𝑓 (𝐵) − 𝑓 (𝑎𝑛) − (𝐵 − 𝑎𝑛) 𝑓 ′(𝑎𝑛) |𝑏𝑚⟩⟨𝑏𝑚 |𝑎𝑛⟩

=
∑
𝑛,𝑚

|⟨𝑎𝑛 |𝑏𝑚⟩|2 [ 𝑓 (𝑏𝑚) − 𝑓 (𝑎𝑛) − (𝑏𝑚 − 𝑎𝑛) 𝑓 ′(𝑎𝑛)] .

仮定から 𝑓 (𝑏𝑚) − 𝑓 (𝑎𝑛) − (𝑏𝑚 − 𝑎𝑛) 𝑓 ′(𝑎𝑛) ≥ 0なので、(1)が成り立つ。（下図参照）
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補題 II

エルミート演算子 𝐴, 𝐵の固有値 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 がすべて 𝑎𝑛 > 0, 𝑏𝑛 ≥ 0を満たし、Tr𝐴 = Tr𝐵と
なっているとき、次の不等式が成り立つ。

Tr𝐵[ln 𝐵 − ln 𝐴] ≥ 0. (2)

証明
𝑓 (𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 とする。 𝑓 ′(𝑥) = ln 𝑥 + 1, 𝑓 ′′(𝑥) = 1/𝑥. よって 𝑓 (𝑥) は 𝑥 > 0で下に凸。この
とき (1)は

Tr[𝐵 ln 𝐵 − 𝐴 ln 𝐴 − (𝐵 − 𝐴) (ln 𝐴 + 1)]
= Tr[𝐵 ln 𝐵 − 𝐵 ln 𝐴 − (𝐵 − 𝐴)]
= Tr[𝐵 ln 𝐵 − 𝐵 ln 𝐴]
= Tr𝐵[ln 𝐵 − ln 𝐴] ≥ 0.

ボゴリューボフ–ファインマンの不等式

𝐴 =
𝑒−𝛽𝐻

Tr 𝑒−𝛽𝐻
=

𝑒−𝛽𝐻

𝑒−𝛽𝐹
= 𝑒𝛽 (𝐹−𝐻 ) ,

𝐵 =
𝑒−𝛽𝐻0

Tr 𝑒−𝛽𝐻0
=

𝑒−𝛽𝐻0

𝑒−𝛽𝐹0
= 𝑒𝛽 (𝐹0−𝐻0) ,

Tr𝐵[· · · ] = 𝑒𝛽𝐹0 Tr 𝑒−𝛽𝐻0 [· · · ] = ⟨· · · ⟩0 とすると (2)は

⟨ln 𝐵 − ln 𝐴⟩0
= 𝛽⟨(𝐹0 − 𝐻0) − (𝐹 − 𝐻)⟩0
= 𝛽(𝐹0 − 𝐹 + ⟨𝐻 − 𝐻0⟩0) ≥ 0.

よって
𝐹0 + ⟨𝐻 − 𝐻0⟩0 ≥ 𝐹. (3)

平均場ハミルトニアンとして ⟨𝐻⟩0 = ⟨𝐻0⟩0 を満たすような 𝐻0 を採用すれば 𝐹0 ≥ 𝐹 とな
り、自由エネルギーに対する変分理論として、平均場理論を基礎付けることができる。
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パイエルスの不等式
|𝑛⟩ を正規直交系とする。(3)で

𝐻0 =
∑
𝑛

|𝑛⟩⟨𝑛|𝐻 |𝑛⟩⟨𝑛| ≡
∑
𝑛

�̄�𝑛 |𝑛⟩⟨𝑛|,

とする。任意の演算子 𝐴に対して

⟨𝐴⟩0 = 𝑒𝛽𝐹0 Tr 𝑒−𝛽𝐻0 𝐴 = 𝑒𝛽𝐹0
∑
𝑛

𝑒−𝛽�̄�𝑛 ⟨𝑛|𝐴|𝑛⟩.

⟨𝑛|𝐻0 |𝑛⟩ = ⟨𝑛|𝐻 |𝑛⟩ であるから、⟨𝐻0⟩0 = ⟨𝐻⟩0。

𝐹0 = −𝑘B𝑇 ln Tr𝑒−𝛽𝐻0 = −𝑘B𝑇 ln
∑
𝑛

𝑒−𝛽�̄�𝑛 ≥ 𝐹.
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